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Introdution
La ohomologie rigide, introduite par Berthelot [4℄ est une théorie ohomologique p-
adique. C'est une généralisation de la ohomologie de Monsky-Washnitzer [17℄ et de la
ohomologie ristalline [3℄. Berthelot a démontré qu'elle vériait la propriété de nitude
[9℄, la dualité de Poinaré et la formule de Künneth [8℄. Dans et artile nous étudions
les lasses de Chern. Dans [21℄ nous nous interesserons au as des lasses de yles. Nous
obtenons que la ohomologie rigide satisfait tous les axiomes des ohomologies de Weil.
Préisons les diérentes parties de l'artile.
Nous ommençerons par un hapitre préliminaire, dans lequel on trouvera des rappels
sur la dénition de la ohomologie rigide ainsi que sur ses propriétées.
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Dans le deuxième hapitre nous onstruisons les lasses de Chern pour les variétés pro-
pres. Du fait de la dénition même de la ohomologie rigide, ette onstrution s'apparente
à une variante rigide des onstrutions de lasses de Chern en ohomologie de De Rham.
Cette méthode a l'avantage d'être élémentaire et expliite. Cependant, il semble diile -
ou au moins laborieux - de démontrer l'additivité de lasses de Chern ainsi onstruites.
Dans le troisième hapitre, après avoir fait des rappels sur la ohomologie ristalline de
niveau m, nous onstruisons des lasses de Chern à valeur dans ette dernière en nous
basant sur la onstrution des lasses de Chern en ohomologie ristalline de Berthelot et
Illusie [10℄. Cela nous permet de réinterpreter la onstrution des lasses de Chern rigides.
Cette méthode à l'avantage de donner une onstrution plus intrinsèque e qui nous permet
d'utiliser les méthodes lassiques (restrition à un as universel) pour démontrer l'additivité
des lasses de Chern.
On donnera aussi des théorèmes de omparaison entre nos lasses de Chern et les lasses
de Chern ristallines ou les lasses de Chern à valeur dans le topos onvergent d'Ogus [20℄
onstruites par Niziol [19℄.
Dans le quatrième hapitre, nous nous intéressons aux variétés non néessairement pro-
pres. Nous établissons quelques lemmes relatifs aux faiseaux loalement libres et aux om-
patiations. L'outil prinipal est le théorème de platiation par élatement de Raynaud-
Gruson [24℄. Nous démontrons, par la suite, le théorème prinipal qui stipule que pour
aluler la première lasse de Chern d'un faiseau inversible L sur une variété X , il sut
de trouver un faiseau inversible L sur un ompatié X de X se restreignant à L sur
ette dernière et de prendre l'image de la première lasse de Chern de L par le morphisme
de fontorialité H2rig(X)→ H
2
rig(X). Nous montrons en eet (théorème 4.2.1) que la lasse
ainsi trouvée ne dépend pas des hoix faits. Nous onstruisons ensuite les autres lasses de
Chern de manière lassique à l'aide de brés projetifs.
Cet artile est la première partie - légèrement modiée - de ma thèse de dotorat [22℄.
Je tiens à remerier P. Berthelot pour tous les onseils qu'il m'a prodigués tout au long de
la rédation de et artile.
1. Préliminaires et notations
Tout au long de et artile, k désignera un orps de aratéristique p > 0. On appelera
k-variété un shéma séparé de type ni sur Spe (k). On se donne un anneau de valuation
disrète omplet d'inégale aratéristique V de orps résiduel k. On note alors K son orps
des frations.
Rappelons pour ommener la onstrution de la ohomologie rigide [9℄. Soit X une
k-variété. Il existe d'après Nagata [18℄, une variété propre X et une immersion ouverte
j : X →֒ X . On suppose alors qu'il existe une immersion fermée X →֒ Y dans un shéma
formel Y sur Spf (V ) lisse au voisinage de X - ette ondition tehnique peut être sup-
primée en utilisant des résolutions de Ceh, nous la garderons pour simplier le propos.
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On onsidère la bre générique rigide Y de Y [23℄ et on note sp : Y → Y le morphisme
de spéialisation. Rappelons [6, 1.1℄ que si on note Y0 la rédution de Y sur k, on appelle,
pour tout sous-k-shéma T de Y0, tube de T et on note ]T [ le sous-ensemble sp−1(T ) des
points de Y qui se spéialisent dans T .
Ave les notations préédentes, on appelle voisinage strit [6, 1.2℄ de ]X [ dans ]X [, tout
ouvert V de ]X [ tel que le reouvrement (V, ]X −X [) soit admissible. Dès lors, pour tout
faiseau E sur ]X [, on note
j†E := lim
−→
V
αV ∗α
∗
V E ,
où la limite indutive est prise sur tous les voisinages strits de ]X [ dans ]X [ et αV désigne
l'inlusion V →֒]X [.
On sait alors [6℄ que le omplexe Rsp∗j
†Ω⋆
]X[
vu omme objet de la atégorie dérivée des
omplexes de K-vetoriels sur X est indépendant à isomorphisme anonique près du hoix
de Y . On posera don :
RΓrig((X,X)/K) := Rsp∗j
†Ω⋆
]X[
.
Berthelot montre alors que les groupes de ohomologie
H i(X,Rsp∗j
†Ω⋆
]X [
)
ne dépendent pas de la ompatiation X hoisie.
On pose don
H irig(X/K) := H
i(X,Rsp∗j
†Ω⋆
]X[
).
Quand il n'y aura pas d'ambiguïté sur la ompatiation nous noterons RΓrig(X/K)
pour Rsp∗j
†Ω⋆
]X[
.
2. Cas des variétés propres
On va se restreindre au as des variétés propres. Nous allons onstruire la première lasse
de Chern d'un faiseau inversible à l'aide d'un alul de oyle.
Remarque : Pour une k-variété propre, la ohomologie rigide est isomorphe à la oho-
mologie du topos onvergent d'Ogus [20℄. Nos aluls ne sont don qu'une réinterprétation
de la onstrution des lasses de Chern à valeurs dans le topos onvergent [19, A℄ (propo-
sition 3.6.6). Cependant e alul de oyle sera néessaire pour pouvoir étudier par la
suite le as des variétés ouvertes.
2.1. Première lasse de Chern. Soient X une variété propre, F un faiseau inversible
sur X et une immersion fermée X →֒ Y dans un shéma formel sur Spf (V ) lisse au
voisinage de X .
Lemme 2.1.1. Il existe un reouvrement ane U = (Ui)i∈Λ de Y tel que si on note UX
le reouvrement induit par U sur X, le faiseau F soit trivialisé sur UX .
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Démonstration : Quitte à prendre un reouvrement ane de Y on peut supposer que
Y et X sont anes. On pose alors Y = Spf (A ) et X = Spe (A) où A = A /I. On hoisit
un reouvrement U = (Xi)i∈Λ de X trivialisant F . Quitte à raner le reouvrement, on
peut supposer que pour tout i ∈ Λ, il existe fi ∈ A tel que Xi = D(fi). Pour tout i ∈ Λ, on
hoisit alors f˜i un relèvement de fi dans A , les ouverts Spf (Âf˜i) reouvrent alors l'image
de X dans Y . En rajoutant des ouverts de Y −X , on obtient le reouvrement voulu.
✷
On hoisit don un tel reouvrement U = (Ui)i∈Λ. Dès lors on onsidère UX = (Xi)i∈Λ
le reouvrement induit sur X . Pour tout i ∈ I, on notera Ui = Spf (Ai), Xi = Spe (Ai)
où Ai = Ai/Ii. On se donne alors un oyle (u) ∈ Z1(UX ,O∗X) représentant la lasse du
faiseau F dans H1(UX ,O∗X).
Commençons par un lemme :
Lemme 2.1.2. Soit Y = Spf (A ) un V -shéma formel ane. Soit X = Spe (A) un
fermé de la bre spéiale Y0 de Y0. On note ]X [ le tube de X dans la bre générique rigide
Y = YK. Pour tout u˜ ∈ A relevant un élément inversible u de A, la restrition de u à ]X [
est inversible.
Démonstration : On note v l'inverse de u dans A et on hoisit v˜ un relèvement de v
dans A . Dès lors, si on note I le noyau de l'appliation A → A, il existe a ∈ I tel que
u˜.v˜ = 1 + a.
On regarde a omme une fontion analytique sur Y. Par dénition du tube ]X [, on a que,
pour tout x ∈]X [ :
|a(x)| < 1.
La fontion 1 + a est don inversible sur et ouvert et son inverse est la série :
∞∑
n=0
(−1)na(x)n
qui onverge.
L'inverse de u˜ est alors
u˜−1 = v˜(1 + a)−1.
✷
Pour tous i, j des éléments de Λ on note vij ∈ Aij l'inverse de uij. On hoisit alors des
relèvements de es deux éléments que l'on note ;
u˜ij ∈ Aij et v˜ij ∈ Aij.
On sait grâe au lemme 2.1.2 que
u˜ij ∈ Γ(]Xij[,O
∗
]X[).
De plus pour tous i, j, k éléments de Λ, on regarde :
u˜ij.v˜ik.u˜jk.
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Comme (u) est un oyle, la rédution modulo Iijk de e terme est égale 1. Il existe
don bijk ∈ Iijk tel que :
u˜ij.v˜ik.u˜jk = 1 + bijk.
A partir de là, dans Γ(]Xijk[,O]X[), il existe yijk tel que
u˜ij.u˜
−1
ik .u˜jk = (1 + bijk).(1 + aij)
−1 = 1 + yijk.
De plus, il est lair que pour tout x ∈]Xijk[, on a :
|yijk(x)| < 1.
Comme i dessus :
cijk := log(u˜ij.u˜
−1
ik .u˜jk) =
∞∑
n=1
(−1)n−1
ynijk
n
onverge sur ]Xijk[.
On note UK le reouvrement admissible de ]X [ par les ouverts ]Xi[ [6, 1.1.14℄. On onsid-
ère alors le biomplexe C⋆(UK ,Ω
⋆
]X[). On note d la diérentielle provenant de la diérentielle
du omplexe Ω⋆]X[ et δ elle qui provient du omplexe de Ceh. On onsidère alors le om-
plexe simple assoié, enore noté C⋆(UK ,Ω
⋆
]X[), muni de sa diérentielle dénie sur le terme
Cp(UK ,Ω
q
]X[) par :
∆ = δ + (−1)pd.
On onstruit un élément
c1(u) ∈ C
2(UK ,Ω
⋆
]X[) = C
0(UK ,Ω
2
]X[)⊕ C
1(UK ,Ω
1
]X[)⊕ C
2(UK ,O]X[)
en posant :
c1(u)i = 0,
c1(u)ij := d(u˜ij).u˜
−1
ij ∈ C
1(UK ,Ω
1
]X[),
et
c1(u)ijk := − log(u˜ij.u˜
−1
ik .u˜jk) ∈ C
2(UK ,O]X[).
Il est lair qu'ave les notations i-dessus on a :
∆(c1(u)) = 0.
Notons que l'élément ainsi onstruit dépend du hoix de nos relèvements ; nous allons
montrer ependant que sa lasse dans H2(UK ,Ω
⋆
]X[) n'en dépend pas.
Soient (u) ∈ C1(UX ,O∗X) et (θ) ∈ C
0(UX ,O∗X). On pose :
u′ = u.δ(θ).(2.A)
Comme préédemment, on hoisit pour tout i ∈ Λ, des relèvements θ˜i ∈ Ai de θi. Le lemme
2.1.2 nous dit que la fontion θ˜i est inversible sur ]Xi[. On pose :
ζi =
dθ˜i
θ˜i
∈ C0(UK ,Ω
1
]X[).(2.B)
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De plus l'équation 2.A nous dit que pour tous i, j ∈ Λ, si u˜ij et u˜
′
ij sont respetivement
des relèvements de uij et u
′
ij, il existe αij ∈ Γ(]Xij [,O]X[) tel que pour tout x ∈]Xij [ on ait
|αij(x)| < 1 et que :
θ˜iu˜
′
ij = θ˜j u˜ij(1 + αij)
où θ˜i et θ˜j sont vus omme des éléments de Γ(]Xij[,O]X[) par les èhes de restrition
évidentes.
On pose alors :
ζij = − log(1 + αij) ∈ C
1(UK ,O]X[),(2.C)
où le log est déni omme préédemment.
Les formules 2.B et 2.C dénissent :
ζ ∈ C1(UK ,Ω
⋆
]X[) = C
0(UK ,Ω
1
]X[)⊕ C
1(UK ,O]X[).
Lemme 2.1.3. Ave les notations i-dessus, on a :
c1(u
′)− c1(u) = ∆(ζ).
Démonstration : On a le diagramme suivant
C0(UK ,Ω
1
]X[)
d
wwnnn
nn
nn
nn
nn
n
δ
''PP
PP
PP
PP
PP
PP
C1(UK ,O]X[)
−d
wwnnn
nn
nn
nn
nn
n
δ
((PP
PP
PP
PP
PP
PP
P
C0(UK ,Ω
2
]X[) C
1(UK ,Ω
1
]X[) C
2(UK ,O]X[).
On va aluler ∆(ζ). On a :
∆(ζ)i = d
(
dθ˜i
θ˜i
)
= 0.
∆(ζ)ij = δ(ζi)− d(ζij)
=
dθ˜j
θ˜j
− dθ˜i
θ˜i
+ d log(1 + αij)
=
du˜′ij
u˜′ij
−
du˜ij
u˜ij
.
∆(ζ)ijk = δ(ζij)
= − log
(
θ˜iu˜′ij .θ˜ku˜ik.θ˜j u˜′jk
θ˜j u˜ij .θ˜iu˜′ik .θ˜ku˜jk
)
= log(u˜ij.u˜
−1
ik .u˜jk)− log(u˜
′
ij.u˜′
−1
ik .u˜
′
jk).
✷
On a don montré que l'élément c1(u) ∈ H
2(UK ,Ω
⋆
]X[) ne dépend ni du représentant du
oyle hoisi ni des hoix de relèvements (e dernier as est obtenu en prenant pour θ le
oyle trivial : θi = 1).
On onstruit don bien ainsi une appliation
H1(X,O∗X)→ H
2(UK ,Ω
⋆
]X[).
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Il est lair que ette appliation est ompatible au ranement du reouvrement U.
De plus, d'après le théorème B [15℄, on sait que :
H2rig(X/K) = H
2(]X [,Ω⋆]X[) = H
2(U,Ω⋆]X[).
Grâe a un plongement diagonal, on peut alors montrer que l'appliation ainsi onstruite
ne dépend pas du hoix du plongement. On note don :
c1,rig : H
1(X,O∗X)→ H
2
rig(X/K),
l'appliation obtenue.
Proposition 2.1.4 (Fontorialité). Soient X et X ′ deux k-variétés propres et f : X ′ → X
un morphisme. Pour tout faiseau inversible F sur X on a :
c1,rig(f
∗F ) = f ∗c1,rig(F ).
Démonstration : La démonstration se fait par un alul lassique. Nous n'allons epen-
dant pas le développer ii ar nous allons donner plus tard une dénition ristalline des
lasses de Chern et la fontorialité sera alors évidente.
Proposition 2.1.5 (Multipliativité). Soient X une k-variété propre et deux faiseaux
inversibles F et F ′ sur X, on a :
c1,rig(F ⊗F
′) = c1,rig(F ) + c1,rig(F
′).
L'appliation c1,rig est don un morphisme de groupe.
Démonstration : On hoisit un reouvrement U qui trivialise les deux faiseaux. Dès
lors en notant (u) et (u′) des oyles représentant respetivement F et F ′, le faiseau
F ⊗F ′ est représenté par le oyle (u.u′). En hoisissant (u˜) et (u˜′) des relèvements de
(u) et (u′) respetivement, on a :
c1(u.u
′)ij = d(u˜ij.u˜
′
ij).(u˜ij.u˜
′
ij)
−1 = c1(u)ij + c1(u
′)ij.
et
c1(u.u
′)ijk = − log(u˜iju˜′ij .u˜
−1
ik u˜
′
−1
ik .u˜jku˜
′
jk) = c1(u)ijk + c1(u
′)ijk.
✷
Proposition 2.1.6 (Extension des salaires). Soit K ′ une extension de K, d'anneau des
entiers V ′ et de orps résiduels k′. Pour tout faiseau inversible F sur X on note F ′ le
faiseau inversible sur X ′ = X ×k k
′
obtenu par hangement de base. Le morphisme
H2rig(X/K)→ H
2
rig(X
′/K ′)
envoie alors c1,rig(L ) sur c1,rig(L ′).
Démonstration : Il est lair que toutes nos onstrutions ommutent aux hangements
de orps de base. ✷
Par la suite, on pourra don hoisir pour V un anneau de Cohen assoié à k.
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2.2. Les autres lasses. Nous allons suivre la méthode lassique [13℄ an de onstruire
les autres lasses de Chern d'un faiseau loalement libre.
Nous allons aluler la ohomologie rigide d'un bré projetif sur une base propre. Plus
préisement on se donne X une k-variété propre et E un faiseau loalement libre de rang
r. On note alors P = P(E ) le bré projetif assoié, p : P→ X la projetion et
ξ = c1,rig(OP(1)) ∈ H
2
rig(P/K).
On peut alors regarder ξ omme un morphisme dans D+(XZar) :
ξ : ZX → Rp∗RΓrig(P/K)[2],
où ZX est le faiseau onstant Z sur X . Par up-produit on a alors :
ξi : ZX → Rp∗RΓrig(P/K)[2i].
Enn on a le morphisme de fontorialité :
RΓrig(X/K)→ Rp∗RΓrig(P/K).
On en déduit alors le morphisme dans D+(XZar) :
r−1⊕
i=0
ξi :
r−1⊕
i=0
RΓrig(X/K)[−2i]→ Rp∗RΓrig(P/K)(2.D)
Proposition 2.2.1. Ave les notations préédentes, l'appliation (2.D) est un isomor-
phisme.
Démonstration : La démonstration est lassique. La question étant loale, on peut
supposer que E = OrX . On se donne alors une immersion fermée X →֒ Y dans un V -
shéma formel lisse. On a alors le diagramme ommutatif suivant :
PrX
//

Pr
Y

Pr]X[

oo
X

// Y

]X [

oo
Spe (k) // Spf (V ) Spm (K)oo
Le faiseau OPrX(1) se relevant en OPrY (1), on est ramené au lemme suivant :
Lemme 2.2.2. Soit X un anoide, la èhe dénie omme préédemment :
r−1⊕
i=0
Ω⋆X/K [−2i]→ Rp∗Ω
⋆
PX/K
est un isomorphisme
CLASSES DE CHERN EN COHOMOLOGIE RIGIDE 9
Démonstration : La démonstration est analogue au as analytique omplexe [27℄. Ce
résultat peut être obtenu diretement en utilisant un théorème de type GAGA relatif en
géométrie rigide [16, 2.8℄. Il sut pour ela de voir que la démonstration de [25℄ se reopie
dans notre as.
✷
Corollaire 2.2.3. Ave les notations i-dessus, on a pour tout n la déomposition suiv-
ante :
Hnrig(P/K) =
r−1⊕
i=0
Hn−2irig (X/K).ξ
i.
On dénit les lasses de Chern supérieures omme dans le as lassique. On applique la
déomposition du orollaire 2.2.3 à ξr et on obtient :
ξr =
r∑
i=1
(−1)i+1ci(E )ξ
r−i,(2.E)
ave
ci(E ) ∈ H
2i
rig(X/K).
Dénition 2.2.4. Ave les notations préédentes, pour 0 < i 6 r on appelle i-ème lasse
de Chern de E la lasse ci(E ). On pose de plus
c0(E ) = 1 dans H
0
rig(X/K).
Remarque : En appliquant e que l'on vient de voir à un bré inversible F , on retrouve
notre première lasse de Chern. En eet la déomposition 2.E devient alors :
c1,rig(OP(F )(1)) = p
∗c1(F ).
Or la fontorialité de c1,rig nous donne
c1,rig(OP(F )(1)) = p
∗c1,rig(F ).
On onlut en utilisant que p∗ est injetif.
Proposition 2.2.5 (Fontorialité). Soient X et X ′ deux k-variétés propres et f : X ′ → X
un morphisme. Pour tout E faiseau loalement libre de rang r sur X et tout i, on a
ci(f
∗E ) = f ∗ci(E ).
Démonstration : On note P′ = P(f ∗(E )) et ξ′ = c1(OP′(1)). La fontorialité de la
première lasse de Chern nous assure que
ξ′ = f ∗ξ.
On applique alors f ∗ à la déomposition 2.E. Le morphisme f ∗ étant ompatible au produit,
on obtient dans H2rrig(P
′/K) :
ξ′
r
=
r∑
i=1
(−1)if ∗ci(E )ξ
′r−i.
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La déomposition étant unique on a :
ci(f
∗E ) = f ∗ci(E ).
✷
Remarque : La dénition utilisée pour la ohomologie rigide ne permet pas d'utiliser la
méthode lassique [12℄ pour démontrer l'additivité des lasses de Chern. Nous diérons
don la démonstration de ette propriété à la setion suivante.
3. Constrution ristalline et omparaisons
Après avoir fait quelques rappels sur les topos ristallins de niveau m, nous onstruisons
des lasses de Chern à valeurs dans es derniers en nous inspirant du as ristallin lassique
(de niveau 0) [10℄. Cela nous permettera de donner une onstrution ristalline des lasses
de Chern rigides onstruites préédemment. Cette formulation permet d'appliquer la méth-
ode lassique [12, 10℄ pour démontrer l'additivité des lasses de Chern en se ramenant à
une situation universelle.
On établira aussi un théorème de omparaison ave les lasses de Chern à valeur dans
le topos onvergent [19℄.
3.1. Les topos m-ristallins. Nous allons énoner les prinipaux résultats sur la oho-
mologie ristalline de niveau m. Pour de plus amples informations on pourra onsulter [26℄.
Il sera aussi utile pour les puissanes divisées de niveau m de regarder [7℄.
On xe une fois pour toutes un nombre premier p. Commençons par rappeler la dénition
d'unm-PD-idéal et de l'enveloppe à puissanes divisées partielles de niveaum. On trouvera
un exposé détailé de ette théorie dans [7, 1℄.
Dénition 3.1.1. Soient A une Z(p)-algèbre, I ⊂ A un idéal et m > 0 un entier. On
appelle struture partielle d'idéal à puissanes divisées de niveau m sur I (m-PD-struture)
la donnée d'un PD-idéal (J, γ) ⊂ I tel que
I(p
m) + pI ⊂ J.
Dénition 3.1.2. Soient A une Z(p)-algèbre et I ⊂ A un idéal quelonque. Il existe une
A-algèbre Pm(I) et un m-PD-idéal I ⊂ Pm(I) tel que IPm(I) ⊂ I, qui soient universels
pour les morphismes de A dans un anneau A′ envoyant I dans un m-PD-idéal I ′. Cette
algèbre munie de son m-PD-idéal est appelée l'enveloppe à puissanes divisées partielles de
niveau m de (A, I).
Remarque : On a le diagramme ommutatif suivant :
Pm(I)
##H
HH
HH
HH
HH
A
<<zzzzzzzzz
// A/I.
Soit C un anneau de Cohen pour k. On rappelle [3, I.1.2.4℄ qu'il existe une unique
struture de PD-idéal sur l'idéal maximal de C notée γ. On note S = Spf (C). Dans
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toute la suite nous ne regarderons que les topos ristallins de base S ar 'est eux qui
interviennent dans la omparaison ave la ohomologie rigide.
Dénition 3.1.3. Soient X un S-shéma sur lequel p est loalement nilpotent et m ∈ N.
On appelle site ristallin de niveaum de X relativement à (S, (p), γ) et on note Crism(X/S)
le site ayant pour objets les S-immersions fermées U →֒ T où U est un ouvert de X, p est
loalement nilpotent sur T et où l'idéal dénissant es immersions est muni d'une m-PD-
struture ompatible à γ.
Par la suite nous appellerons topos ristallin de niveau m et nous noterons (X/S)mcris le
topos assoié au site Crism(X/S).
Remarque : pour m = 0 on retrouve le topos ristallin lassique.
Il est possible de donner une desription des objets du topos ristallin de niveau m
similaire à elle que l'on a pour le topos ristallin lassique. Pour dénir un faiseau F
du topos ristallin de niveau m, il sut de donner pour tout élément (U, T ) du site m-
ristallin, un faiseau zariskien F(U,T ) (noté aussi FT ) sur T ; es données étant assujetties
à des hypothèses de ompatibilités similaires à elles du as lassique.
On peut de ette manière onstruire les faiseaux suivants :
 Le faiseau OmX/S est déni par :
(OmX/S)(U,T ) = OT .
 Le faiseau I mX/S est déni par :
(I mX/S)(U,T ) = IT
où IT est le faiseau dénissant l'immersion U →֒ T .
 Le faiseau J mX/S est déni par :
(J mX/S)(U,T ) = JT
où JT est le PD-idéal dénissant la m-PD struture sur IT .
Notations : Pour tout k-variété X et tout m, on note :
H im−cris(X) := H
i((X/S)mcris,O
m
X/S).
Nous allons maintenant étudier omment se omportent es topos quand on fait varier
m.
Proposition 3.1.4. Pour tous m,m′ ave m 6 m′ il existe un morphisme de topos :
im′,m : (X/S)
m
cris → (X/S)
m′
cris.
De plus es morphismes vérient que pour tout triplet m 6 m′ 6 m′′ on a :
im′′,m
∼
−→ im′′,m′ ◦ im′,m.
Ces morphismes sont donnés de la manière suivante :
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 pour tout E ′ dans (X/S)m
′
cris et tout (U, T,I ) ∈ Cris
m(X/S) on a :
Γ((U, T ), i∗m′,mE
′) = Γ((U, T ), E ′)
en utilisant que l'idéal J dénissant la m-PD-struture de I dénit aussi une m′-
PD-struture sur I .
 pour tout E dans (X/S)mcris et tout (U, T,I ) ∈ Cris
m′(X/S) on a :
Γ((U, T ), im′,m∗E ) = Γ((U, T
m), E )
où Tm est l'enveloppe à puissanes divisées de niveau m de I ompatible aux puis-
sanes divisées dénissant la m′-PD-struture de I .
On onstruit alors un morphisme anonique
um′,m : O
m′
X/S → im′,m∗O
m
X/S
qui est donné sur un épaississement (U, T ) par le morphisme anonique OT → OTm . Le
morphisme im′,m devient ainsi un morphisme de topos annelés.
Pour nir ave es généralités sur les topos m-ristallins, notons qu'il existe, omme dans
le as lassique, un morphisme de projetion sur le topos zariskien :
umX/S : (X/S)
m
cris → XZar,
ainsi qu'un morphisme d'inlusion du topos Zariskien dans le topos m-ristallin :
imX/S : XZar → (X/S)
m
cris.
Lemme 3.1.5. Pour tous m,m′ ave m 6 m′ on a les diagrammes ommutatifs suivants :
(X/S)mcris
im′,m

um
X/S // XZar
(X/S)m
′
cris
um
′
X/S // XZar.
et XZar
im
X/S// (X/S)mcris
im′,m

XZar
im
′
X/S// (X/S)m
′
cris.
3.2. Classes de Chern m-ristallines. Nous allons généraliser la onstrution de [10℄ au
as des topos m-ristallins. On se xe m ∈ N, ave les notations préédentes, on a ,omme
dans le as de la ohomologie ristalline de niveau 0, une suite exate dans (X/S)mcris :
0→ 1 + I mX/S → (O
m
X/S)
∗ → im∗ (O
∗
X)→ 0.
On onsidère le obord de ette suite exate qui nous fournit un morphisme dansD+((X/S)mcris, Ab) :
im∗ (O
∗
X)[1]→ (1 + I
m
X/S)[2].(3.A)
L'élévation à la puissane pm nous donne un morphisme :
1 + I mX/S → 1 + J
m
X/S.
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L'idéal J mX/S est muni d'une struture de PD-idéal, on peut don onstruire un loga-
rithme. En le omposant ave le morphisme préédent on obtient :
ψm : 1 + I mX/S → J
m
X/S
(1 + x) 7→ log((1 + x)p
m
)
En omposant 3.A ave ψm, on obtient
c1,m : i
m
∗ (O
∗
X)[1]→ J
m
X/S[2].(3.B)
Par suite en omposant ave J mX/S → O
m
X/S et en passant à la ohomologie on a :
c1,m : H
1(X,O∗X)→ H
2
m−cris(X).(3.C)
Proposition 3.2.1 (Fontorialité). Soient X et Y deux k-variétés, f : X → Y un mor-
phisme et F un faiseau inversible sur Y , on a
c1(f
∗F ) = f ∗c1(F ).
Démonstration : La preuve de notre proposition déoule diretement du diagramme
ommutatif suivant :
(X/S)mcris
fmcris //
uX/S

(Y/S)mcris
uY/S

XZar
fm
// YZar
et du fait que les suites exates utilisées sont fontorielles.
✷
Maintenant que l'on a onstruit la première lasse de Chern d'un faiseau inversible,
nous allons en déduire les autres par la méthode habituelle [13℄.
On se donne E un faiseau loalement libre de rang r sur X , on note P = P(E ) son bré
projetif et OP(1) le faiseau anonique sur e dernier. Le morphisme strutural de P sera
noté p : P→ X .
On a alors le diagramme ommutatif de morphismes de topos suivant :
(P/S)mcris
pmcris //
uP/S

(X/S)mcris
uX/S

PZar p
// XZar.
On note
ξ = c1,m(OP(1)) ∈ H
2
m−cris(P).
On peut alors voir pour tout i, ξi omme un morphisme dans D+((X/S)mcris, Ab) :
ξi : ZX → Rp
m
cris∗O
m
P/S[2i].
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De même, le morphisme pmcris nous donne un morphisme :
OmX/S → Rp
m
cris∗O
m
P/S.
On en déduit alors omme dans le as lassique :
r−1⊕
i=0
ξi :
r−1⊕
i=0
OmX/S[−2i]→ Rp
m
cris∗O
m
P/S.(3.D)
On a alors la proposition suivante :
Proposition 3.2.2. Ave les notations préédentes, l'appliation (3.D) est un isomor-
phisme.
Démonstration : On remarque que, la question étant loale, on peut supposer que
E = OrX et qu'il existe une immersion fermée de X dans Y un S-shéma formel lisse. En
notant P̂ l'enveloppe à puissane m-divisée de ette immersion on a le diagramme :
PrX
//

Pr
P̂

X // P̂
Dans ette situation, la ohomologie m-ristalline se alule omme la ohomologie de De
Rham de l'enveloppe à puissanes divisées. Le faiseau OPrX(1) se relevant en OPrP̂
(1), on est
ramené au même problème pour la ohomologie de De Rham de Pr sur P̂. La proposition
est onnue dans e as.
✷
Corollaire 3.2.3. Ave les notations i-dessus on a pour tout n la déomposition suivante :
Hnm−cris(P) =
r−1⊕
i=0
Hn−2im−cris(X).
On dénit les autres lasses de Chern omme dans le as lassique. On applique la
déomposition du orollaire 3.2.3 à ξr et on obtient :
ξr =
r∑
i=1
(−1)i+1ci,m(E )ξ
r−i,
ave :
ci,m(E ) ∈ H
2i
m−cris(X).
Par dénition ci(E ) est la i-ème lasse de Chern de E .
Remarque : Comme dans la setion 2, on note c0(E ) = 1 dans H0m−cris(X).
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Nous allons nous intéresser à l'additivité des lasses de Chern dénies i-dessus. La
démonstration utilisant une omparaison ave la ohomologie de De Rham, nous nous
ontenterons de regarder la situation après tensorisation par Q 1.
Plus préisément, on note
H im,Q(X) := H
i((X/S)mcris,OX/S ⊗Q)
et, pour tout faiseau loalement libre E sur X
cQi,m(E ) ∈ H
2i
m,Q(X),
la i-eme lasse de Chern dénie omme i-dessus.
Proposition 3.2.4 (Additivitée). Soient X une k-variété, E , E ′ et E ′′ trois faiseaux
loalement libres tels que l'on ait la suite exate :
0→ E ′ → E → E ′′ → 0.
On a alors pour tout m et tout i on a dans H2im,Q(X) :
cQi,m(E ) =
i∑
j=0
cQj,m(E
′)cQi−j,m(E
′′).
Démonstration : La fontorialité de nos onstrutions permet de les généraliser au
as des variétés simpliiales. On peut don appliquer la méthode lassique [12, pp 217-
224℄ qui onsiste à se ramener à une situation universelle. Remarquons que notre théorie
ohomologique ne vérie pas les axiomes demandés par lo. it., ependant poour ramener
l'additivité des lasses de Chern à la situation universelle sur B•GL on n'a besoin que du
orollaire 3.2.3. A partir de là, on ne regarde que des variétés lisses relevables. On déduit
don notre proposition du résultat similaire en ohomologie de De Rham.
✷
Proposition 3.2.5. Soient X une k-variété et E un faiseau loalement libre sur X . Pour
tous m,m′ ave m 6 m′, on a pour tout i :
φm′,mci,m′(E ) = p
i(m′−m)ci,m(E )
où φm′,m : H
2i((X/S)m
′
cris,O
m′
X/S)→ H
2i((X/S)mcris,O
m
X/S) est le morphisme induit par um′,m.
Démonstration : Il sut de le voir pour la première lasse de Chern d'un faiseau
inversible. Ce dernier as déoule diretement de la dénition.
✷
1
Soient X une k-variété et X(m) le pull-bak par le m-ieme itéré du Frobenius de k. Pour tout faiseau
loalement libre E sur X , on notera E m sont pull-bak sur X(m). Il semble lair alors que la lasse de
Chern ci,m(E ) à valeurs dans H2im(X) soit l'image de la lasse ci,0(E (m)) par le morphisme
F ∗m : H
2i
cris(X
(m))→ H2im−cris(X
),
dont on trouve la dénition dans [5℄. On déduit alors de l'additivité des lasses de Chern ristallines de
niveau 0, l'additivité des lasses de Chern m-ristallines.
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3.3. Le topos (X/S)•cris. Nous allons onstruire un topos permettant de aluler la o-
homologie rigide de manière ristalline. Ce topos se onstruit omme le topos assoié à un
diagramme de topos [2, IV,7℄ ou [14, VI℄. Le as partiulier nous intéressant, à savoir le
as des systèmes indutifs de topos est repris dans [22, II℄.
Dénition 3.3.1. Ave les notations préédentes, on notera (X/S)•cris le topos assoié au
diagramme de topos ((X/S)mcris, im′,m)m∈N.
Notations : On notera souvent un objet de e topos de la manière suivante
F • = (F 0 ← · · · ← Fm ← · · · ).
On pose alors :
O•X/S = (O
0
X/S ← · · · ← O
m
X/S ← · · · ),
les èhes de transition étant, pour m 6 m′, les morphismes um′,m dénis préédemment.
De la même manière, on pose :
I •X/S = (I
0
X/S ← · · · ← I
m
X/S ← · · · )
On onsidère alors le topos (X/S)•cris omme annelé par O
•
X/S. On a les morphismes de
topos annelés suivants :
pm : ((X/S)
m
cris,O
m
X/S)→ ((X/S)
•
cris,O
•
X/S).
Le lemme 3.1.5 nous dit que les morphismes de topos
umX/S : (X/S)
m
cris → XZar (resp. i
m
X/S : XZar → (X/S)
m
cris)
permettent de onstruire un morphisme de topos :
u•X/S : (X/S)
•
cris → X
•
Zar (resp. i
•
X/S : X
•
Zar → (X/S)
•
cris).
De même, les fonteurs setions globales Γ((X/S)mcris,−) : (X/S)
m
cris → (Ens) donnent
naissane à un fonteur :
Γ•((X/S)•cris,−) : (X/S)
•
cris → (Ens)
•.
De plus, l'égalité de fonteurs :
Γ((X/S)mcris,−) = Γ(XZar,−) ◦ u
m
X/S∗
implique que :
Γ•((X/S)•cris,−) = Γ
•(X•Zar,−) ◦ u
•
X/S∗
où Γ•(X•Zar,−) est le fonteur de X
•
Zar dans (Ens)
•
déni de la même manière que
Γ•((X/S)•cris,−).
Remarque : On fera attention à ne pas onfondre les fonteurs Γ•((X/S)•cris,−) et
Γ•(X•Zar,−) ave les fonteurs setions globales des topos (X/S)
•
cris et X
•
Zar. On a epen-
dant
Γ((X/S)•cris,−) = lim←−
◦Γ•((X/S)•cris,−) et Γ(X
•
Zar,−) = lim←−
◦Γ•(X•Zar,−).
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Notations : Par la suite, nous noterons RΓcris•(X) le omplexe R lim←−
m
((Ru•X/S∗
O•X/S)⊗Q)
et
H∗cris•(X) := H
∗(X•Zar, (Ru
•
X/S∗
O•X/S)⊗Q) = H
∗(XZar,RΓcris•(X)).
3.4. Interprétation ristalline de la ohomologie rigide. Les dénitions préédentes
permettent d'énoner l'interprétation ristalline de la ohomologie rigide.
Théorème 3.4.1 (Berthelot). Soit X une k-variété propre. En reprenant les notations
préédentes on a
RΓrig(X/K)
∼
−→ RΓcris•(X).
Démonstration : Remarquons juste que la démonstration de e théorème utilise un
alul de la ohomologie m-ristalline à l'aide de la ohomologie de De Rham qui ne se fait
qu'a torsion prés, il est don néessaire de tensoriser par Q. La démonstration se trouve
dans [5℄. ✷
En passant à la ohomologie on obtient :
H irig(X/K)
∼
−→ H icris•(X).
3.5. Constrution des lasses de Chern sur (X/S)•cris. La onstrution est similaire
à elle des lasses de Chern m-ristalline.
Ave les notations préédentes, on a la suite exate dans (X/S)•cris :
0→ 1 + I •X/S → (O
∗
X/S)
• → i•∗(O
∗
X)→ 0.
Pour le démontrer il sut d'utiliser la famille onservative des p−1m . On obtient don un
morphisme dans D+((X/S)•cris, Ab) :
i•∗(O
∗
X)[1]→ (1 + I
•
X/S)[2].
En projetant e dernier sur le topos zariskien on obtient dans D+(X•Zar, Ab) le morphisme :
(O∗X)
•[1]→ Ru•X/S∗(1 + I
•
X/S)[2].(3.E)
Cependant, les morphismes ψm dénis préédemment ne onstruisent pas un morphisme
sur les systèmes projetifs ar ils ne ommutent pas aux èhes des systèmes projetifs.
On onsidère le système projetif :
(1 + I •X/S)(1) = (1 + I
0
X/S
p
←− · · ·
p
←− 1 + I mX/S
p
←− · · · )
où les èhes de transition sont l'élévation à la puissane p des èhes lassiques.
Les morphismes ψm dénissent alors :
ψ• : (1 + I •X/S)(1)→ J
•
X/S.
Après projetion sur le topos zariskien, on obtient :
Ru•X/S∗((1 + I
•
X/S)(1))[2]→ Ru
•
X/S∗(J
•
X/S)[2].
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En utilisant omposant ette dernière ave la projetion du morphisme J •X/S → O
•
X/S, on
a :
Ru•X/S∗((1 + I
•
X/S)(1))[2]→ Ru
•
X/S∗(O
•
X/S)[2].(3.F)
On peut d'autre part onstruire un morphisme de (1 + I •X/S)(1) dans 1 + I
•
X/S déni
par l'élévation à la puissane pm en degré m.
On remarque alors que e morphisme induit après tensorisation par Q un isomorphisme
dans D+(X•Zar, Ab) :
Ru•X/S∗((1 + I
•
X/S)(1))⊗Q
∼
−→ Ru•X/S∗(1 + I
•
X/S)⊗Q.(3.G)
En omposant 3.E, l'inverse de 3.G et 3.F, on obtient, après passage à la limite :
c1,• : (O
∗
X)[1]→ RΓcris•(X)[2].(3.H)
Par suite en passant à la ohomologie on a :
c1,• : H
1(X,O∗X)→ H
2
cris•(X).(3.I)
Comme dans le as m-ristallin, la première lasse de Chern permet de aluler la oho-
mologie des brés projetifs. On peut don onstruire lassiquement les autres lasses de
Chern.
Remarque : Comme dans la setion 2, on note c0(E ) = 1 dans H0cris•(X). De plus, si E
est un faiseau inversible, on retrouve la première lasse de Chern onstruite auparavant.
Proposition 3.5.1. Les lasses de Chern ci,• vérient les propriétés d'additivitée et de
fontorialité.
Démonstration : Cela se démontre omme les énonés similaires pour la ohomologie
m-ristalline.
✷
3.6. Comparaison ave les lasses de Chern rigides. Nous allons voir que les lasses
de Chern que nous venons de onstruire oïnident ave les lasses de Chern rigides dénies
à la setion 2. On se donne X , une k-variété propre, ainsi qu'un plongement X →֒ Y dans
un shéma formel sur S = Spf (C) lisse au voisinage de X .
Proposition 3.6.1. On a le diagramme ommutatif suivant :
H2cris•(X)
H1(X,O∗X)
c1,•
77oooooooooooo
c1,rig ''OO
OO
OO
OO
OO
O
H2rig(X/K).
≀
OO
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où c1,• est le morphisme 3.I et la èhe vertiale se déduit de elle de 3.4.1.
Démonstration :
Corollaire 3.6.2. Les lasses de Chern rigides vérient la propriétés d'additivité.
Nous allons, omme dans [11℄, réinterpréter la onstrution de nos lasses de Chern
ristallines à l'aide de faiseaux Zariskiens. Nous utiliserons alors des résolutions de Ceh
an de les omparer ave la dénition de la setion 2.
Dans D+(XZar) nous noterons ave un Q en indie les omplexes obtenus après tensori-
sation par Q.
On notera Yn la rédution modulo p
n+1
de Y , pour tout m et tout n, on note alors Pmn
l'enveloppe à puissane m-divisée de l'immersion de X dans Yn, Pˆ
m
sa omplétion p-adique
et Pˆ• le système projetif assoié.
On regarde le omplexe de De Rham et le omplexe de De Rham multipliatif dans X•Zar,
à savoir :
Ω⋆
P̂•/S
= O
P̂•
d
−→ Ω1
P̂•/S
→ Ω2
P̂•/S
→ · · ·
et :
Ω×
P̂•/S
= O∗
P̂•
dlog
−→ Ω1
P̂•/S
→ Ω2
P̂•/S
→ · · ·
et on note K ×
P̂•/S
(resp. I ⋆
P̂•/S
) le noyau de l'appliation de omplexes Ω×
P̂•/S
→ (O∗X)
•
(resp. Ω⋆
P̂•/S
→ (OX)
•
). On rappelle que I m est l'idéal de X dans P̂m.
De plus, omme préédemment, on note :
(1 + I •)(1) = (1 + I 0
p
←− 1 + I 1
p
←− · · ·
p
←− 1 + I m
p
←− · · · )
et :
Ωi
P̂•/S
(1) = (Ωi
P̂0/S
p
←− Ωi
P̂1/S
p
←− · · ·
p
←− Ωi
P̂m/S
p
←− · · · ).
Enn on pose :
K ×
P̂•/S
(1) = (1 + I •)(1)
dlog
−→ Ω1
P̂•/S
(1)→ Ω2
P̂•/S
(1)→ · · ·
On a alors un morphisme :
(K ×
P̂•/S
(1))Q → (Ω
⋆
P̂•/S
)Q
déni par les appliations :
pm log : (1 + I m)→ O
P̂m
et
×pm : Ωi
P̂m/S
→ Ωi
P̂m/S
.
Ave es notations on a le diagramme ommutatif suivant dans D+(X•zar) :
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Ru•X/S∗(i
•
∗O
∗
X)[1]
∂ // Ru•X/S∗(1 + I
•
X/S)Q[2]
≀

Ru•X/S∗((1 + I
•
X/S)(1))Q[2]
∼oo
≀

// Ru•X/S∗(O
•
X/S)Q[2]
≀

(O∗X)
•[1]
∂ // (K ×
P̂•/S
)Q[2] (K
×
P̂•/S
(1))Q[2]
∼oo // (Ω⋆
P̂•/S
)Q[2]
La première lasse de Chern étant, par dénition, l'appliation induite sur la ohomologie
par la première ligne du diagramme, elle peut être alulée par la deuxième. Nous allons
maintenant en faire un alul expliite à l'aide de oyles de Ceh.
On sait que pour tout σ ∈ H1(X,O∗X), il existe un reouvrement U de Y tel que σ soit
l'image d'un élément (enore noté σ) de H1(UX ,O
∗
X).
Notations : on reprend les notations de la setion 2. On notera de plus, I mi l'idéal de
Xi dans P̂
m
i et I
m
i = Γ(P̂
m
i ,I
m
i ). De même, on note P̂
m
i = Spf (P̂
m
i ). En notant P
m
n,i
l'enveloppe à puissanes divisées de niveau m de (Ai/pn+1Ai, Ii/pn+1Ii) où Ii est l'idéal de
Ai dans Ai, on a
P̂mi = lim←−
n
Pmn,i.
On a alors des morphismes :
πmi : P̂
m
i → Ai.
On notera pour tout m′ > m, εm,m
′
i la èhe entre P̂
m′
i et P̂
m
i . Dans le as partiulier où
m′ = m+ 1 nous la noterons simplement εmi .
Ave es notations, σ est don représenté par un oyle uij ∈ C
1(UX ,O∗X). On regarde
don le oyle umij ∈ C
1(U, (O∗X)
•) déni par umij = uij pour tout m. Ce oyle dénit
une appliation dans D+(XZar) : Z → (O∗X)
•[1]. Nous allons montrer que l'appliation de
D+(XZar)
Z→ (Ω⋆
P̂•/S
)Q[2]
obtenue omme omposition de ette appliation ave la deuxième ligne du diagramme
préédent est représentable par un oyle de C2(U,Ω⋆
P̂•/S
⊗Q).
Dénition 3.6.3. Ave les notations préédentes, pour tout x ∈ Ai on appelle relèvement
ompatible de x une famille (x˜m) ∈ Πm∈NP̂
m
i telle que :
 pour tout m on ait πmi (x˜
m) = x
 pour tout m′ > m on ait εm,m
′
i (x˜
m′) = x˜m.
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Le diagramme ommutatif suivant :
P̂m
′
i
εm,m
′
i
 πm
′
i

P̂mi
πmi
  A
AA
AA
AA
A
Ai //
::
>>||||||||
Ai
montre que pour onstruire un relèvement ompatible, il sut de relever x dans Ai et
d'utiliser les morphismes Ai → P̂mi . En partiulier, il existe toujours des relèvements
ompatibles.
On appellera système ompatible un élément vériant la deuxième ondition.
Soit (u˜mij ) ∈ Πm∈NP̂
m
ij un relèvement ompatible de uij = u
m
ij .
Lemme 3.6.4. Ave les notations préédentes, u˜mij est inversible dans P̂
m
ij .
Démonstration : On relève aussi (uij)
−1
de manière ompatible en v˜mij . On a alors :
u˜mij .v˜
m
ij = 1 + x
m
ij ∈ 1 + I
m
ij .
De plus, Imij étant un m-PD-idéal, pour tout x ∈ I
m
ij et tout k ∈ N, on a :
xk = qk!x
{k}m
où k = pmqk + rk et 0 6 rk < p
m
. A partir de là, on voit que xk tend p-adiquement vers 0
quand k tend vers l'inni. Comme P̂mij est omplet, la série :
∞∑
k=0
(−xmij )
k
onverge vers (1 + xmij )
−1
. L'inverse de u˜mij est don :
v˜mij .
∞∑
k=0
(−xmij )
k.
✷
Remarque : e lemme est l'anologue m-ristallin du lemme 2.1.2.
De plus il est lair d'après la dénition que x˜mij et don (u˜
m
ij )
−1
sont des systèmes om-
patibles. A partir de là, on onsidère :
du˜mij
u˜mij
∈ C1(U,Ω1
P̂m/S
)
et :
hmijk = u˜
m
ij .(u˜
m
ik)
−1.u˜mjk ∈ C
2(U, 1 + I m).
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Ils dénissent don un élément de C2(U,K ×
P̂•/S
). Des aluls similaires à eux de la setion
2 montrent que si on modie les relèvements hoisis ou le hoix du oyle, on modie ette
lasse d'un obord. On obtient don bien une appliation dans la atégorie dérivée :
Z→ K ×
P̂•/S
[2].
On inverse alors, après tensorisation par Q, le morphisme K ×
P̂•/S
⊗Q→ K ×
P̂•/S
(1)⊗Q
en onsidérant le morphisme qui est déni en degré m par la division par pm. On obtient
don le oyle :(
du˜mij
u˜mij
⊗
1
pm
, u˜mij .(u˜
m
ik)
−1.u˜mjk ⊗
1
pm
)
∈ C2(U,K ×
P̂•/S
(1)⊗Q).
On onlut alors notre alul en utilisant l'appliation égale en degré m à la multipliation
par pm sur la première omposante et pm log sur la deuxième. Ce qui nous donne :(
du˜mij
u˜mij
⊗ 1, log(u˜mij .(u˜
m
ik)
−1.u˜mjk)
pm ⊗
1
pm
)
∈ C2(U,Ω⋆
P̂•/S
)Q.
Ce oyle orrespond, par le morphisme du théorème 3.4.1, à elui qui a été onstruit
à la setion2. ✷
Corollaire 3.6.5. Soit X une k-variété propre, on a le diagramme ommutatif suivant :
H2((X/S)cris,OX/S)⊗Q
H1(X,O∗X)
c1,cris
55jjjjjjjjjjjjjjj
c1,rig ))TTT
TTT
TTT
TTT
TTT
H2rig(X/K)
OO
où la èhe c1,cris est la première lasse de Chern ristalline de [10℄ et la èhe vertiale
est elle qui est donnée par
H2rig(X/K)→ H
2
cris•(X)→ H
2((X/S)cris,OX/S)⊗Q.
Démonstration : Grâe à la proposition, il sut de omparer c•1 ave c1,cris. Or ette
dernière s'obtient à partir de la première en appliquant le fonteur p∗0. ✷
Corollaire 3.6.6. On a
ci,rig(E ) = ci,conv(E )
via l'isomorphisme de [20, 0.6.7℄
H2irig(X/K)
∼
−→ H2i((X/S)conv,KX/S)
où ci,conv sont les lasses de Chern dénies dans [19, A℄.
CLASSES DE CHERN EN COHOMOLOGIE RIGIDE 23
Démonstration : En notant T = (X,Y , IdX) on a les isomorphismes :
R lim
←−
m
(Ru•X/S∗(O
•
X/S)⊗Q)
∼
−→ Rsp∗Ω
⋆
]X[
∼
−→ (KX/S)T .
Dès lors la onstrution du c1,conv de [19, A℄ est la même que elle du c1,• i dessus.
Les déompositions de H∗rig(PX/K) omme H
∗
rig(X/K)-module et H
∗((PX/S)conv,KPX/S)
omme H∗((X/S)conv,KX/S)-module étant ompatibles, notre omparaison se prolonge
aux ci.
✷
4. Cas des variétés ouvertes
Nous allons nous intéresser au as général.
4.1. Méthode générale - Les théorèmes de prolongements. Nous allons onstruire
la première lasse de Chern d'un faiseau inversible en montrant qu'il existe une ompati-
ation de X sur laquelle on peut prolonger e faiseau en un faiseau inversible. On pourra
alors onlure en montrant que la lasse obtenue, en revenant, par fontorialité, dans la
ohomologie rigide de X , ne dépend pas des hoix faits.
L'ingrédient prinipal pour montrer l'existene de es prolongements de faiseaux est le
théorème de platiation par élatement de Raynaud-Gruson [24℄. Nous allons avoir besoin
de terminologie. Soient X une k-variété, Y une sous-variété fermée et F un OX-module.
Si on note π : X ′ → X l'élaté de Y dans X , on appellera transformé strit de F , et on
notera TS(F ), le quotient de π∗(F ) par le sous-faiseau engendré par les setions à support
dans π−1(Y ). Il est diret de montrer que le transformé strit d'un faiseau ohérent (resp.
loalement libre) est ohérent (resp. loalement libre).
Passons à la démonstration des lemmes.
Lemme 4.1.1. Soit X une k-variété, il existe une k-variété propre X et une immersion
ouverte j : X →֒ X telles que Z = X −X soit un diviseur.
Démonstration : D'après Nagata [18℄, il existe une k-variété propreX1 et une immersion
ouverte j1 : X →֒ X1. Si on note Z1 = X1 −X , on onsidère l'élatement X de X1 le long
de Z1. C'est enore une k-variété propre. De plus, l'élatement ne modiant pas X1 − Z1,
j1 se prolonge en une immersion ouverte j : X →֒ X et Z = X −X est un diviseur. ✷
Remarque : Par la suite nous noterons (X, j) la donnée onsistant en la variété propre
X et l'immersion ouverte j : X →֒ X . Nous supposerons toujours, sauf mention expliite
que nos ompatiations vérient la ondition du lemme 4.1.1.
Théorème 4.1.2. Soient X une k-variété et E un faiseau loalement libre de rang r sur
X. Il existe une ompatiation de X, j : X →֒ X et E un faiseau loalement libre de
rang r sur X tel que :
j∗(E ) = E .
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Démonstration : On se donne une ompatiation (X1, j1) de X . D'après [1, 6.9.8℄,
on sait qu'il existe E1 un sous-faiseau ohérent de j1∗(E ) tel que j
∗
1(E1) = E . On sait alors
par le théorème de platiation par élatement de Raynaud-Gruson [24, 5.2.2℄ qu'il existe
un élatement π : X → X1 entré hors de X tel que le transformé strit E de E1 soit plat.
X
π

X
 
j1
//
.

j
>>}}}}}}}}
X1.
Or E est ohérent ar 'est le transformé strit d'un faiseau ohérent, il est don loale-
ment libre. L'élatement ayant lieu en dehors de X , (X, j) est enore une ompatiation
de X et j∗E = E . Le faiseau E est de rang r. ✷
Remarque : si r = 1 i.e, si E est un faiseau inversible, on peut démontrer ette propriété
de manière élémentaire. Comme préédemment, on hoisit une ompatiation (X1, j1)
de X et E1 un sous-faiseau ohérent de j1∗(E ) tel que j
∗
1(E1) = E . Dès lors on regarde les
brés projetifs :
P(E ) 
 j //
≀

P(E1)

X
  j1 // X1
On a alors j∗(OP(E1)(1)) = OP(E )(1).
Théorème 4.1.3. Soient X,X ′ deux k-variétés et un morphisme f : X ′ → X. Il existe des
ompatiations (X, j) et (X
′
, j′) de X et X ′ respetivement, telles qu'on puisse trouver
un morphisme propre f : X
′
→ X de sorte que l'on ait le diagramme ommutatif :
X ′
f

  j
′
// X
′
f

X
 
j
// X.
De plus, si on se donne un faiseau E loalement libre de rang r sur X, on peut hoisir es
ompatiations de sorte qu'il existe un faiseau loalement libre E sur X tel que :
j∗(E ) = E .
On a alors :
(j′)∗(f
∗
E ) = f ∗E .
Démonstration : On se donne des ompatiations (X, j) et (X
′
1, j
′) de X et X ′
respetivement. On regarde alors X
′
2 l'adhérene shématique de X
′
dans X×X
′
1. On note
alors X
′
la variété obtenue en élatant le omplémentaire de X ′ dans X
′
2. L'élatement
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ayant lieu en dehors de X ′ l'immersion de X ′ dans X
′
2 se relève en une immersion de X
′
dans X
′
. On a don le diagramme ommutatif :
X
′
π

X ′
/

j′
??~~~~~~~~
f

  // X
′
2
f
2

 q
##F
FF
FF
FF
FF
X ×X
′
1
pr
{{ww
ww
ww
ww
w
X
 
j
// X.
La èhe f = π◦f 2 est don propre omme omposition de morphismes propres. De plus, si
on se donne sur X un faiseau loalement libre E , on peut grâe au théorème 4.1.2 hoisir
la ompatiation (X, j) pour qu'il existe sur X un faiseau loalement libre E vériant
j∗E = E . La dernière propriété est formelle. ✷
Théorème 4.1.4. Soient X une k-variété
0→ E ′ → E → E ′′ → 0,
une suite exate de faiseaux loalement libres sur X. Il existe j : X →֒ X une ompati-
ation de X et une suite exate de faiseaux loalement libres
0→ E
′
→ E → E
′′
→ 0
sur X, telles que la restrition à X de ette dernière soit la suite exate dont on est parti..
Démonstration : On hoisit une ompatiation (X1, j1) de X . Il existe alors un sous-
faiseau de j1∗(E ) qui soit ohérent et dont la restrition à X soit E . Nommons un tel
faiseau E 1. On regarde alors la èhe omposée :
ϕ : E 1 → j1∗(E )→ j1∗(E
′′).
On pose :
E 1
′
:= Ker ϕ et E 1
′′
:= E 1/E 1
′
.
On obtient don une suite exate :
0→ E 1
′
→ E 1 → E 1
′′
→ 0
où E 1
′
, E 1 et E 1
′′
sont trois faiseaux ohérents dont les restritions àX sont respetivement
E ′, E et E ′′.
Comme i-dessus, il existe un élatement p1 : X2 → X1 en dehors de X tel que E 2 =
TS (E 1) soit loalement libre. En posant :
E 2
′′
:= TS (E 1
′′
) et E 2
′
:= Ker (E 2 → E 2
′′
)
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on a une suite exate :
0→ E 2
′
→ E 2 → E 2
′′
→ 0.
De plus E 2
′
et E 2
′′
sont ohérents, E 2 est loalement libre et la restrition de es trois
faiseaux à X est la bonne. On onsidère alors un élatement p2 : X → X2 en dehors de X
(vu omme ouvert de X2) tel que E
′′
= TS (E 2
′′
) soit loalement libre. On proède omme
préédemment en posant :
E = p∗2(E 2) et E
′
:= Ker (E → E
′′
).
On obtient alors une suite exate :
0→ E
′
→ E → E
′′
→ 0
où les deux faiseaux de droite sont loalement libres par onstrution (le transformé strit
d'un faiseau loalement libre est loalement libre) et elui de gauhe omme noyau d'une
appliation surjetive entre faiseaux loalement libres. Les restritions à X sont toujours
les bonnes. ✷
4.2. La première lasse. Grâe au théorème 4.1.2 on va dénir la première lasse de
Chern d'un faiseau inversible F omme l'image par le morphisme de fontorialité de la
première lasse de Chern d'un prolongement de F sur une ompatiation. Pour ela,
nous avons besoin du théorème suivant.
Théorème 4.2.1. Soient X une variété sur k et F un faiseau inversible sur X. Pour
l ∈ {1, 2} on se donne (X l, jl) une ompatiation de X et F l un faiseau inversible
prolongeant F . On a alors :
j1
∗
rig(c1(F 1)) = j2
∗
rig(c1(F 2)).
Démonstration :
Nous allons d'abord nous ramener à deux prolongements de notre faiseau sur la même
variété. Nous utiliserons pour ela la méthode habituelle du plongement diagonal. On a le
diagramme suivant :
X1
X
/

j1
??
α //
 o
j2 @
@@
@@
@@
@ X1 ×X2
p1
ddHHHHHHHHHH
p2
zzvv
vv
vv
vv
v
X3
πoo
X2
où π est l'élatement de l'adhérene shématique de X dans X1×X2 en le omplémentaire
de X . Les fontorialités des lasses de Chern dans le as propre nous ramènent à montrer
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notre théorème pour (p1 ◦π)
∗(F 1) et (p2 ◦π)∗(F 2), tous deux faiseaux inversible sur X3.
En eet si on note enore α l'inlusion de X dans X3 on a pour tout l ∈ {1, 2} :
jl
∗
rig(c1(F l)) = α
∗(pl ◦ π)
∗(c1(F l))(4.A)
= α∗c1((pl ◦ π)
∗F l).(4.B)
De plus, grae à la multipliativité de la première lasse de Chern, on peut supposer de
plus que F 2 = OX et F = OX.
On suppose don donnée une ompatiation (X, j) et un faiseau inversible F tel que
j∗F = OX ,
et on va montrer que j∗rigc1(F ) = 0.
Nous allons utiliser un plongement et des aluls à la Ceh pour faire la preuve. Comme
à la setion 2, on se donne une immersion fermée X →֒ Y dans un C-shéma formel lisse
au voisinage de X . On onsidère sa bre générique rigide Y. On a don le diagramme
ommutatif suivant :
X
##G
GG
GG
GG
GG
  // X //
{{ww
ww
ww
ww
w
Y

Y
oo

Spe (k) // Spf (C) Spm (K).oo
En appliquant le lemme 2.2.1.1 on sait qu'il existe un reouvrement ane ni U de Y
tel que le reouvrement induit UX sur X trivialise F . On pose alors Ui = Spf (Ai) et
X i = X ∩Ui = Spe (Ai) ave Ai = AI/Ii. On pose Xi = X i ∩X et UX le reouvrement
de X par es ouverts. Quitte à prendre un reouvrement plus n, on peut supposer qu'il
existe f i ∈ Ai tel que Xi soit l'ouvert D(f i) de X i. Pour tout i, on hoisit alors fi ∈ Ai un
relèvement de f i.
Remarque : on notera ave un multi-indie i = (i0, . . . , in) les mêmes hoses dénies par
rapport à l'ouvert Ui = Ui0 ∩ · · · ∩Uin.
Pour tout multi-indie i = (i0, . . . , in), Xi est l'ouvert D(f i0. · · · .f in) de X i. On pose
don :
f i = f i0 . · · · .f in .
On prend alors omme relèvement de f i dans Ai l'élément :
fi := fi0 . · · · .fin
où fik est vu omme élément de Ai via la èhe anonique Aik → Ai.
On hoisit alors u un oyle représentant la lasse de F dans H1(UX ,O
∗
X
).
Proposition 4.2.2. Ave les notations préédentes et en notant c1(u) l' image de c1(u)
par l'appliation C2(UK ,Ω
⋆
]X[
) → C2(UK , j
†Ω⋆
]X[
), il existe ζ ∈ C1(UK , j
†Ω⋆
]X[
) tel que l'on
ait l'égalité
c1(u) = ∆(ζ).
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On sait que e oyle représente un faiseau se restreignant à OX sur X . Il existe don
θ ∈ C0(UX ,O∗X) tel que :
u = δ(θ)
où u désigne par abus de notation l'image dans C1(UX ,O∗X) du oyle u. Pour tout i, θi
est un élément iversible de (Ai)f i , il existe don k ∈ N tel que pour tout i il existe αi ∈ Ai
et βi ∈ Ai tels que l'on ait dans Aif i :
αi
f
k
i
= θi et
βi
f
k
i
= θ−1i .
Quitte à augmenter k et à modier αi et βi, on peut supposer que
αi.βi = f
2k
i .
De même, par dénition de θ, on sait que pour tout i, j ∈ I on a dans (Aij)f ij :
θiuij = θj .
Quitte à augmenter de nouveau k, on obtient, dans Aij , en multipliant par f
k
ij :
f
k
jαiuij = αjf
k
i .(4.C)
On hoisit des relèvements α˜i (resp. β˜i) de αi (resp. βi) dans Ai. On introduit alors pour
tout 0 < λ < 1 les voisinages strits de ]Xi[ dans ]X i[ :
V iλ = {x ∈]X i[||fi(x)| > λ}
où on onsidère fi omme une fontion analytique sur ]X i[. Sur es ouverts, la fontion fi
est inversible, on peut don onsidérer les fontions :
θ˜i =
α˜i
fki
.
Lemme 4.2.3. Ave les notations préédentes, il existe un voisinage strit de ]Xi[ dans
]X i[ sur lequel θ˜i est inversible.
Démonstration : La rédution modulo Ii de α˜i.β˜i ∈ Ai est f
2k
i . Il existe don ci ∈ Ii
tel que :
α˜i.β˜i = f
2k
i + ci.
On utilise alors les voisinages standards. On onsidère une suite d'éléments stritement
positifs (λn) tendant inférieurement vers 1 et une suite (ηn) tendant inférieurement vers 1
telle que pour tout n on ait :
ηn
λ2kn
< 1.
On se donne (gi,r)r un système de générateurs de l'idéal Ii. On pose alors :
V in = {x ∈]X i[||fi(x)| > λn, ∀r|gi,r(x)| 6 ηn}.
On note V iλ,η = ∪nV
i
n. C'est un voisinage strit de ]Xi[ dans ]X i[ [6, 1.2.4℄.
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Pour tout x dans et ouvert on a par dénition :∣∣∣∣ cif 2ki (x)
∣∣∣∣ < 1.
Don pour tout x ∈ V iλ,η la série :
∞∑
l=0
(−1)l
(
ci
f 2ki
(x)
)l
onverge. Nous la noterons (1 + ci/f
2k
i )
−1
. La fontion dénie sur V iλ,η :
θ˜−1i =
β˜i
fki
.
(
1 +
ci
f 2ki
)−1
est don l'inverse de θ˜i. ✷
On pose alors :
ζi =
dθ˜i
θ˜i
∈ C0(UK , j
†Ω1
]X[
).(4.D)
En relevant l'équation 4.C dans Aij , on trouve qu'il existe bij ∈ Iij tel que :
fkj α˜iu˜ij = α˜jf
k
i + bij
où u˜ij est un relèvement de uij servant à aluler la lasse de Chern. On dénit alors les
ouverts
V ijn = {x ∈]X ij[||fij(x)| > λn, ∀r|gij,r(x)| 6 ηn},
où les gij,r sont des générateurs de Iij . On onsidère, omme préédemment V
ij
λ,η = ∪nV
ij
n .
C'est un voisinage strit de ]Xij [ dans ]X ij [. En voyant tous es termes omme des fontions
sur ]X ij [ puis en se restreignant aux voisinages strits V
ij
λ,η, on vient de voir que θ˜j était
inversible.On obtient alors :
θ˜iu˜ij = θ˜j
(
1 +
bij
fkij
θ˜−1j
)
.(4.E)
De même, pour tout x ∈ V ijλ,η,
|θ˜−1j (x)| 6
1
|fkj (x)|
6
1
λkn
ar |fi(x)| étant inférieure à 1, on a
|fi(x)||fj(x)| > λn ⇒ |fj(x)| 6 λn.
Don pour tout x ∈ V ijλ,η on a : ∣∣∣∣∣ bijfkij θ˜−1j (x)
∣∣∣∣∣ < 1.
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Sur l'ouvert V ijλ,η on peut don dénir la fontion :
ζij := − log
(
1 +
bij
fkij
θ˜−1j
)
=
∞∑
l=1
1
l
(
−
bij
fkij
θ˜−1j
)l
.
On dénit ainsi :
ζij ∈ C
1(UK , j
†O]X[).(4.F)
En regroupant 4.D et 4.F, on obtient :
ζ ∈ C1(UK , j
†Ω⋆
]X [
) = C1(UK , j
†O]X[)⊕ C
0(UK , j
†Ω1
]X[
).
Un alul similaire à elui de 2.1.3, qui se mène en utilisant l'égalité 4.E, montre que e
ζ vérie bien
c1(u) = ∆(ζ).
✷
Ave les notations préédentes, c1(u) est envoyé sur zéro par l'appliation :
H2(UK ,Ω
⋆
]X[
)→ H2(UK , j
†Ω⋆
]X [
).
On a don :
j∗rig(c1(F )) = 0.
✷
On peut don maintenant dénir la première lasse de Chern d'un faiseau inversible.
Dénition 4.2.4. Ave les notations préédentes, on pose
c1(F ) := j
∗c1(F )
où (X, j) est une ompatiation vériant la ondition du lemme 4.1.1 et F un faiseau
inversible sur X tel que j∗F = F .
Proposition 4.2.5 (Fontorialité). Soient X et X ′ deux k-variétés et un morphisme f :
X ′ → X. Pour tout faiseau inversible F sur X on a :
f ∗c1(F ) = c1(f
∗F ).
Démonstration : Grâe au théorème 4.1.3, on sait qu'il existe des ompatiations
(X, j) et (X
′
, j′) de X et X ′ respetivement telles que l'on ait le diagramme ommutatif
suivant :
X ′
f

  j
′
// X
′
f

X
 
j
// X.
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De plus, on peut les hoisir telles qu'il existe un faiseau inversible F sur X vériant
j∗F = F . On a alors :
f ∗cX1 (F ) = f
∗j∗cX1 (F )
= j′∗f
∗
cX1 (F )
= j′∗cX
′
1 (f
∗
F )
= cX
′
1 (f
∗F ),
la dernière égalité venant du fait que l'on a :
j′
∗
(f
∗
F ) = f ∗F .
✷
Proposition 4.2.6 (Multipliativité). Soient X une k-variété et F et F ′ deux faiseaux
inversibles sur X, on a :
c1(F ⊗F
′) = c1(F ) + c1(F
′).
Démonstration : Cela déoule diretement de la multipliativité de la lasse de Chern
dans le as propre 2.1.5. ✷
4.3. Cohomologie de l'espae projetif. On se pose maintenant la question du alul
de la ohomologie rigide d'un bré projetif sur une base quelonque. Soient X une k-
variété et E un faiseau loalement libre de rang r sur X . On sait grâe au théorème 4.1.2
qu'il existe une ompatiation (X, j) de X , ainsi qu'un faiseau loalement libre E sur
X de rang r tel que :
j∗E = E .
On a don le diagramme ommutatif suivant :
P(E ) 
 jP //

P(E )
p

X
  j // X
A partir de là, on note P pour P(E ) et P pour P(E ). On note aussi OP(1) et OP(1) les deux
faiseaux anoniques. Si on regarde alors c1(OP(1)) et c1(OP(1)) omme des appliations
dans la atégorie dérivée D+(Xzar), on a le diagramme suivant :
Rp∗RΓrig(P/K)[2]

ZX
c1(OP(1))
55kkkkkkkkkkkkkkkkk
c1(OP(1)) ))SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SS
Rp∗RΓrig(P/K)[2]
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De même, on a les morphismes de fontorialité suivants :
RΓrig(X/K) //

Rp∗RΓrig(P/K)

RΓrig(X/K) // Rp∗RΓrig(P/K)
On en déduit alors, par up-produit, omme dans le as lassique⊕r
i=0 c1(OP(1))
i : RΓrig(X/K)[−2i] //

Rp∗RΓrig(P/K)
⊕r
i=0 c1(OP(1))
i : RΓrig(X/K)[−2i] // Rp∗RΓrig(P/K)
Théorème 4.3.1. Ave les notations préédentes, les appliations :
r⊕
i=0
c1(OP(1))
i
et
r⊕
i=0
c1(OP(1))
i,
sont des isomorphismes.
Démonstration : Le as des variétés propres a déjà été traité dans 2.2.1.
Sinon, l'énoné étant loal sur la base, on peut supposer que E est loalement libre. Il
sut alors de remarquer que si on se donne une famille onale de voisinages strits de
]X [ dans ]X [, disons (Vi)i∈I , la famille des P
r
Vi
est une famille onale de voisinages strits
de Pr]X[ dans P
r
]X[
. On utilise alors que le morphisme pi : P
r
Vi
→ Vi est quasi-ompat et
quasi-séparé et ommute don ave les limites indutives ltrantes [6, 0.1.8℄. On est don
ramené au as traité dans 2.2.2. ✷
Corollaire 4.3.2. Ave les notations i-dessus, on a pour tout n la déomposition suiv-
ante :
Hnrig(P/K) =
r−1⊕
i=0
Hn−2irig (X/K).ξ
i.
4.4. Constrution des ci. On dénit les lasses de Chern supérieures omme dans le as
lassique. On applique la déomposition du orollaire 4.3.2 à ξr et on obtient :
ξr =
r∑
i=1
(−1)i+1ci(E )ξ
r−i,(4.G)
ave
ci(E ) ∈ H
2i
rig(X/K).
Dénition 4.4.1. Ave les notations préédentes, pour 0 < i 6 r on appelle i-ème lasse
de Chern de E la lasse ci(E ). On pose de plus
c0(E ) = 1 dans H
0
rig(X/K).
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Remarque : En appliquant e que l'on vient de voir à un bré inversible F , on retrouve
notre première lasse de Chern. En eet la déomposition 4.G devient alors :
c1,rig(OP(F )(1)) = p
∗c1(F ).
Or la fontorialité de c1,rig nous donne
c1,rig(OP(F )(1)) = p
∗c1,rig(F ).
On onlut en utilisant que p∗ est injetif.
Proposition 4.4.2 (Fontorialité). Soient X et X ′ deux variétés propres sur k et f :
X ′ → X un morphisme. Pour tout E faiseau loalement libre de rang r sur X et tout i,
on a
ci(f
∗E ) = f ∗ci(E ).
Démonstration : On note P′ = P(f ∗(E )) et ξ′ = c1(OP′(1)). La fontorialité de la
première lasse de Chern nous assure que
ξ′ = f ∗ξ.
En appliquant alors f ∗ à la déomposition 4.G, on obtient dans H2rrig(P
′/K) :
ξ′
r
=
r∑
i=1
(−1)if ∗ci(E )ξ
′r−i.
La déomposition étant unique on a :
ci(f
∗E ) = f ∗ci(E ).
4.5. Additivité des lasses de Chern.
Théorème 4.5.1. Les lasses de Chern dénies préédemment sont additives.
Démonstration : Soient X une variété et une suite exate de faiseaux loalement libres
0→ E ′ → E → E ′′ → 0.
On sait grâe au théorème 4.1.4 qu'il existe une ompatiation de X , j : X →֒ X et une
suite exate de faiseaux loalement libres sur X
0→ E
′
→ E → E
′′
→ 0
telles que la restrition à X de E (resp. E ′, E ′′) soit E (resp. E ′, E ′′). Dès lors on a pour
tout i
ci(E ) = j∗ci(E )
= j∗
(∑i
j=0 ci(E
′
)ci−j(E
′′
)
)
=
∑i
j=0 ci(E
′)ci−j(E ′′).
✷
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4.6. Ation du Frobenius. Soit X une k-variété. On note F le frobenius absolu sur X .
Il induit sur les groupes de ohomologie rigide un frobenius :
Φ : H irig(X/K)→ H
i
rig(X/K).
On a alors
Proposition 4.6.1. Soit E un faiseau loalement libre de rang r sur X, pour tout i 6 r,
on a :
Φ(ci(E )) = p
ici(E ).
Démonstration : Par la fontorialité des lasses de Chern, notre proposition se ramène
à
ci(F
∗E ) = pici(E ).
De plus, de par la dénition des lasses de Chern, il sut de regarder le as du c1 d'un
faiseau inversible. Or dans e as, on a F ∗E
∼
−→ E ⊗p. Notre proposition déoule alors de
la multipliativité des lasses de Chern. ✷
Référenes
[1℄ A. Grothendiek and J.A. Dieudonné. Eléments de géométrie algébrique I, volume 166 of Grundlehren
der mathematishen Wissenshaften. Springer-Verlag, 1971.
[2℄ M. Artin, A. Grothendiek, and J.L. Verdier. Théorie des topos et ohomologie étale des shémas.
Number 269-270-305 in Letures Notes in Mathematis. Springer-Verlag, 1972-1973.
[3℄ P. Berthelot. Cohomologie ristalline des shémas de aratéristique p>0. Number 407 in Letures
Notes in Mathematis. Springer-Verlag, 1974.
[4℄ P. Berthelot. Géométrie rigide et ohomologie rigide des variétés algébriques de aratéristique p.
Mémoire de la So. Math. Frane, 23 :732, 1986.
[5℄ P. Berthelot. Lettre de Berthelot à Illusie, 1990.
[6℄ P. Berthelot. Cohomologie rigide et ohomologie rigide à support propre. Prépubliations IRMAR,
1996.
[7℄ P. Berthelot. D -modules arithmétiques I. Opérateurs diérentiels de niveau ni. Annales sientiques
de l'Eole Normale Supérieure, 29 :185272, 1996.
[8℄ P. Berthelot. Dualité de Poinaré et formule de Künneth en ohomologie rigide. Notes aux
C.R.A.S.Paris, 325 :493498, 1997.
[9℄ P. Berthelot. Finitude et pureté ohomologique en ohomologie rigide. Inventiones Mathematiae,
128 :329377, 1997.
[10℄ P. Berthelot and L. Illusie. Classes de Chern en ohomologie ristalline. Notes aux C.R.A.S.Paris,
270, 1970.
[11℄ P. Berthelot and A. Ogus. F-isorystals and De Rham ohomology I. Inventiones Mathematiae,
72 :159199, 1983.
[12℄ H. Gillet. Riemann-Roh theorems for higher algebrai K-theory. Advanes in mathematis, 40 :203
289, 1981.
[13℄ A. Grothendiek. La théorie des lasses de Chern. Bull. So. Math. Frane, 86 :137154, 1958.
[14℄ L. Illusie. Complexe otangent et déformations II. Number 283 in Leture Notes in Mathematis.
Springer-Verlag, 1972.
CLASSES DE CHERN EN COHOMOLOGIE RIGIDE 35
[15℄ R. Kiehl. Theorem A und Theorem B in der nihtarhimedishen Funktionentheorie. Inventiones
Mathematiae, 2 :256273, 1967.
[16℄ W. Lütkebohmert. Formal-algebrai and rigid-analyti geometry. Mathematishe Annalen, 286 :341
371, 1990.
[17℄ P. Monsky and G. Washnitzer. Formal ohomology I. Annals of Maths, 88 :218238, 1968.
[18℄ M. Nagata. Embedding of an abstrat variety in a omplete variety. J. Math Kyoto Univ., 2 :110,
1962.
[19℄ W. Niziol. On the image of p-adi regulators. Inventiones Mathematiae, 127 :375400, 1997.
[20℄ A. Ogus. The onvergent topos in harateristi p. In The Grothendiek festshrit, pages 133162.
North-Holland, 1968.
[21℄ D. Petrequin. Classes de yle en ohomologie rigide. Prépubliation IRMAR 01-06, Université de
Rennes I (2001) : soumis pour publiation.
[22℄ D. Petrequin. Classes de Chern et lasses de yle en ohomologie rigide. Thèse de l'Universtité de
Rennes I, 2000.
[23℄ M. Raynaud. Géométrie analytique rigide, d'après Tate, Kiehl, ... Bulletin de la So. Math. Frane,
Memoire, 39/40 :319327, 1974.
[24℄ M. Raynaud and L. Gruson. Critères de platitude et de projetivité. Inventiones Mathematiae, 13 :1
89, 1971.
[25℄ J.P. Serre. Géométrie algébrique et géométrie analytique. Ann. Inst. Fourier, 6 :142, 1956.
[26℄ F. Trihan. Théorie de Dieudonné ristalline de niveau variable. Thèse de l'Université de Rennes I,
1996.
[27℄ J.L. Verdier. Le théorème de Le Potier. Astérisque, 17, 1974.
